
随机森林



• "随机森林（Random Forests, RF）是由多棵决策树组成的集成学
习方法，每棵树独立地对数据进行分类或回归预测，最终通过投
票或平均的方式得到最终预测结果。

• 随机森林计算开销较小，并且在许多任务中表现出卓越的性能，
因此被誉为“集成学习的代表方法”。

• 森林？

随机森林

投票法/平均法



随机森林的两大优势（相对于单个决策树）

• 降低方差：集成决策树通过对多个决策树的预测结果进行组合（如投
票或平均），平滑了每棵树的预测波动，减少了整体模型对训练数据
细微变化的敏感性，从而降低了方差。

• 减少过拟合：单棵决策树容易过拟合，因为它倾向于学习训练集中的
每个细节。集成决策树中，每棵树的训练数据和模型结构都有差异，
从而避免了单棵树的过拟合问题，最终通过集成多棵树的预测来减少
整体模型的过拟合。

总结：每个决策树的错误各有各的不同，通过集成的“平均效应”，将错
误“平滑”了，所以能够降低方差，减少过拟合。



随机森林的“随机”

• 数据的随机性选取

• 节点特征的随机选取

• 在随机森林算法中，需要注意单个决策树之间的相关性问题。如果多个
决策树在同一数据集上训练，并且每棵树都选择相同的最佳分裂点，那
么它们可能会变得高度相关，甚至完全相同。

• 为了提高集成模型的泛化能力，决策树之间应尽可能独立。随机森林通
过以下方式引入随机性，从而减少树之间的相关性，确保它们能够提供
多样化的信息：



数据的随机选取

• Bootstrap采样（Boostrap sampling）主要用于从原始数据中通过重复
抽样（带放回）生成多个新的样本集合，以进行估计、假设检验或评
估模型的稳健性（robustness）。

• 随机森林使用 Bootstrap采样来生成多个不同的样本子集：从包含N个
样本的原始数据集中，随机抽取一个样本，并将其放回数据集，这个
过程重复 N次。最终得到的样本子集大小为N，但由于有放回的抽样，
某些样本可能会被重复抽取。

Bootstrap采样

原始数据集



• 为什么要用Bootstrap抽样？

1. 降低决策树间的相关性：自助采样法通过为每棵树生成不同的训练集，
保证了每棵树都有不同的视角来看待数据，减少了树与树之间的相关
性，从而提高了泛化能力。

数据的随机选取



• 为什么要用Bootstrap抽样？

数据的随机选取

2. 包外估计：在自助采样法中，那些从未抽到的样本大约是原始数据集
的36.8%，可以用来估计模型的泛化误差，而不需要准备额外的测试集。
我们把这部分数据称为“包外”（Out-of-Bag, OOB）数据。



• 随机选择属性子集：在随机森林中，每个决策树在划分节点时，先从所
有待选特征中随机抽取 𝑘个特征作为候选子集，然后再从该子集中选出
最优特征进行节点划分。

节点特征的随机

最优特征

最优特征

这一机制促使随机森林在训练过程中探索不同的特征组合和多样化的树结构。



节点特征的随机

在随机森林中，选择 𝑘（每个节点随机考虑的特征数量）的推荐通
常遵循经验法则，具体取决于问题类型：

1. 分类问题
常用经验法则：

𝑘 = 𝑀
其中 𝑀是总特征数。

2. 回归问题
常用经验法则：

𝑘 =
𝑀

3

3. 对于非常高维的数据（如文本或基因数据），有时会
用 𝑘 = log2(𝑀)或固定常数（如 10~50）来进一步增加
随机性。



随机森林的特点分析

• 随机森林通过在多个决策树上分布计算任务，能够提高处理大型数据集
的效率。（随机森林具有天然的并行性，可以在多个处理器或分布式环
境中同时进行，从而显著提高训练速度。）

并行的构建树以及并行的推断（分类/回归）



随机森林的特点分析

能评估并确定各特征对分类的重要性。

• 在每棵决策树中，当一个特征被用来分裂节点时，会使该节点的纯度提
高（例如降低基尼指数或信息熵）。随机森林统计每个特征在所有树中
引起的不纯度降低的总量或平均值，这个量就代表了该特征在整个模型
中的贡献和重要性。



随机森林的特点分析

数据部分缺失的情况下也能保持一定的准确性

• 训练阶段，在每次节点分裂时，随机森林会从所有特征中随机抽取一部
分候选特征进行选择。如果某个特征存在缺失值，而该特征未被选中进
行节点分裂，那么缺失值就不会影响该节点的训练结果。

• 预测阶段，如果遇到缺失值，缺失特征可能导致部分树的分裂受限。但
由于随机森林中的树是独立的，仍有部分树未使用该缺失特征，因此它
们可以继续输出有效结果。最终，通过聚合这些有效树的结果，模型仍
能做出准确的预测。



课堂练习

1. 随机森林通过构建一个决策树来减少模型的方差。

2. 在随机森林的构建过程中，每棵树的训练数据是从原始数据集中通过
有放回抽样（bootstrap sampling）得到的。

3. 随机森林模型中的所有决策树在节点分裂时会考虑所有可用的特征。

4. 随机森林模型通常比单一决策树模型具有更高的计算成本，因为它需
要训练多棵树。

5. 随机森林能够减小单一决策树模型方差，但不能减小偏差。

判断以下问题的对/错



K-近邻算法



K-近邻算法（ k-nearest neighbors ）

• K近邻算法（k-NN，k-Nearest Neighbors）的基本思想是：对于
待预测样本，通过计算其与训练集中所有样本的距离，选取最
近的 k 个邻居，然后根据邻居的类别进行分类，或根据邻居的
数值进行回归。

𝑘 = 7 ⇒  𝑃𝑡 ∈类别(𝑖𝑖)

问题：点𝑃𝑡属于哪个类别?



K-近邻算法

三要素：

• 距离度量

• k值的选择

• 决策规则

当需要对一个新的样本进行分类时，k-近邻算法会根据某种距离度量，在
特征空间中找到最接近该样本的 𝑘个已知样本（即“邻居”）。在分类任务
中，算法通常通过多数投票法决定新样本的类别；在回归任务中，算法则
通过邻居的平均值来预测新样本的值。。

特点：

• 简单，易实现

• 无参数

• 懒惰学习



距离度量

• 在数据科学中，特征空间中两个实例点之间的距离反映了它们的相
似度。距离越小，表示这两个实例在特征空间中越相似。

• 距离的度量有多种方式。

1. 欧几里得距离 (Euclidean Distance)
这是最常见的距离度量，适用于数值型特征。



2. 曼哈顿距离 (Manhattan Distance)
 计算的是在一个网格坐标系统中，从一个点到另一个点的水平和垂
直距离之和。

距离度量

3. 切比雪夫距离 (Chebyshev Distance)
 度量的是在各维度上差异的最大值。



距离度量

4. 余弦相似度 (Cosine Similarity)
适用于文本数据或稀疏数据，用于计算两个向量之间的夹角大小，衡
量它们的方向相似度而非大小。

其中 𝑥 ⋅ 𝑦是向量的点积，∥ 𝑥 ∥ , ∥ y ∥是向量的模长。

衡量两个概率分布之间差异的距离度量，常用于评估两种分布在某些
数据集上的相似度。其原理可以用作“运输问题”，也就是说，
Wasserstein距离衡量了从一个分布到另一个分布所需的最小“工作量”。

5. Wasserstein距离



6. 汉明距离 (Hamming Distance)

距离度量

适用于二值数据或离散型数据，衡量两个等长字符串或序列之间
不同的位置数。

其中 𝟏 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖 是指示函数，表示在该位置上 𝑥𝑖和 𝑦𝑖是否不相等。

7. 杰卡德相似系数 (Jaccard Similarity)

适用于集合类型数据，用来衡量两个集合的距离。



距离度量

8. Minkowski 距离（闵可夫斯基距离，𝐿𝑝 距离）是一种广义的距离
度量，它把常见的欧氏距离、曼哈顿距离都包含进去了。

给定两个点 𝑥 = 𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛 和 𝑦 = 𝑦1 𝑦2 . . . 𝑦𝑛 ，Minkowski 
距离定义为：

其中 𝑝是一个可调的参数。

当𝑝 = 2，称为欧式距离

当𝑝 = ∞，称为切比雪夫距离

当𝑝 = 1，称为曼哈顿距离



距离度量

已知二维空间的3个点𝑥1 = (1, 1), 𝑥2 = (5, 1), 𝑥3 = (4, 4)，试求在𝑝分
别取1，2，3，4时，𝐿𝑝距离下𝑥1的最近邻点。

当𝑝 = 1时 当𝑝 = 2时 当𝑝 = 3时 当𝑝 = 4时

𝐿1 𝑥1, 𝑥2 = 𝐿2 𝑥1, 𝑥2 = 𝐿3 𝑥1, 𝑥2 = 𝐿4 𝑥1, 𝑥2 =

𝐿1 𝑥1, 𝑥3 = 𝐿2 𝑥1, 𝑥3 = 𝐿3 𝑥1, 𝑥3 = 𝐿4 𝑥1, 𝑥3 =

𝐿1距离下𝑥1的最
近邻点是（***）

𝐿2距离下𝑥1的最
近邻点（∗∗∗）

𝐿3距离下𝑥1的最
近邻点（∗∗∗）

𝐿4距离下𝑥1的最
近邻点（∗∗∗）



距离度量

当𝑝 = 1时 当𝑝 = 2时 当𝑝 = 3时 当𝑝 = 4时

𝐿1 𝑥1, 𝑥2 = 4 𝐿2 𝑥1, 𝑥2 = 4 𝐿3 𝑥1, 𝑥2 = 4 𝐿4 𝑥1, 𝑥2 = 4

𝐿1 𝑥1, 𝑥3 = 6 𝐿2 𝑥1, 𝑥3 = 4.24 𝐿3 𝑥1, 𝑥3 = 3.78 𝐿4 𝑥1, 𝑥3 = 3.57

𝐿1距离下𝑥1的最
近邻点𝑥2

𝐿2距离下𝑥1的最
近邻点𝑥2

𝐿3距离下𝑥1的最
近邻点𝑥3

𝐿4距离下𝑥1的最
近邻点𝑥3

*由不同的距离度量所确定的最近邻点是不同的

已知二维空间的3个点𝑥1 = (1, 1), 𝑥2 = (5, 1), 𝑥3 = (4, 4)，试求在𝑝分
别取1，2，3，4时，𝐿𝑝距离下𝑥1的最近邻点。



K值选择

k近邻算法例子。如果k=3？如果k=5？

• 不同K值会对结果造成影响



• 当距离度量、𝒌 值和决策规则确定时，K近邻算法可以看作将特征空
间隐式划分成若干影响区域（类似子空间）。新样本落入哪个区域，
其类别由该区域内的训练样本的投票结果决定（分类问题）。

K值选择

当k=1（最近邻）时，二维特征空间被分割的例子



K值选择

• 较小的 𝑘 值？K近邻算法的决策边界高度依赖训练数据的局部样本，
特征空间被划分成许多小的影响区域（类似子空间），模型复杂，
容易对训练数据过拟合。

• 较大的 𝑘值？每个样本的类别由更多邻居投票决定，决策边界更加
平滑，特征空间的影响区域较少且较大，模型简单，但可能无法捕
捉数据细节，容易欠拟合。

• 经验法则：有时会用 𝑘 ≈ 𝑁（N 为训练样本数）作为初始参考，再
微调。

• 奇偶性原则（分类问题）通常选择奇数 𝑘，避免二分类时出现平票
情况。

• 最优 𝑘依赖数据本身特性，通过交叉验证调整最可靠。

那么K该怎么选呢？



K值选择

肘部法

1.对不同 𝑘值训练 KNN 模型。
2.在验证集上计算误差率或准确率。
3.绘制 𝒌 vs 验证误差曲线。
4.找到误差下降幅度明显减缓的“肘部”，对应的 𝑘即为最佳折中值。



决策规则

在找到K个邻居后如何做决策？

• 分类问题：
多数投票法（Majority Voting）：在分类问题中，KNN通过查看K个邻
居的类别，选择出现最多的类别作为预测结果。

• 回归问题
均值（或加权均值）法：在回归问题中，KNN的预测结果是K个邻居的
标签（值）的平均值。

• 处理平票情况：

1. 方法1：选择这些类别中距离最近的邻居的类别。

2. 方法2：随机选择一个类别或考虑其他k值。



决策规则

加权KNN（Weighted K-Nearest Neighbors）是KNN的扩展，其中通过对
邻居点赋予不同的权重来进行预测，而不是简单的多数投票或均值法。
常见的加权KNN方法有：

1. 距离加权KNN（Distance Weighted KNN）

根据每个邻居与查询点的距离来加权，距离较近的邻居对预测结果的贡献
较大，距离较远的邻居贡献较小。

通常使用距离的倒数作为权重。对于每个邻居，其权重为：

其中， 𝑑𝑖 是第i个邻居与查询点的距离。



决策规则

2. 指数加权KNN（Exponential Weighted KNN）

除了使用距离的倒数外，还可以采用指数函数来加权，通常距离越近的点
会获得更高的权重。

其中，𝛼 是一个常数，𝑑𝑖 是第i个邻居与查询点的距离。每个邻居的贡献
依赖于其距离的指数衰减。

优点：可以更灵活地控制权重衰减的速度，适用于更复杂的数据分布。



K-近邻算法的缺点

• K-NN算法的计算效率低：

1. 遍历整个训练集：
对于每个新样本，算法需要计算它与训练集中所有样本之间的距离，当
训练数据量很大时，计算量会非常庞大。

2. 高维数据问题：
在高维空间中，距离计算不仅代价高，而且因为维度高，使得距离度量
失去区分性，进一步增加了计算负担。

3. 缺乏模型简化：
与其他需要预训练模型的算法不同，K-NN没有显式的模型构建过程，所
有工作都在预测阶段完成，这意味着无法通过模型压缩来降低预测时的
计算复杂度。

Faiss（Facebook AI Similarity Search）库主要是为高维向量的近似最近邻
搜索（KNN）设计的，在大规模数据集上非常高效。



• 不适用于不平衡的数据集

在不平衡的数据集中，少数类样本周围很可能被多数类样本包围，使
得少数类样本的类别信息被“淹没”，而多数类样本占主导地位，所以
KNN会更倾向于预测为多数类。

K-近邻算法的缺点



• 特征比例影响：

k-NN是基于距离的算法，如果一个特征的范围比其他特征大得多，那
么它可能会对距离计算产生不成比例的影响，从而影响算法的性能。
因此，在应用k-NN之前一般要进行特征缩放（如标准化或归一化）。

K-近邻算法的缺点

举个例子，假设有一个信用评级数据集，其中包含两个特征：

• 年龄：范围大约在20到70岁之间
• 年收入：范围可能在50,000人民币到500,000人民币之间

在这种情况下，由于年收入的取值范围远大于年龄，其差异在距离计算
中会起到主导作用。即使两个样本在年龄上差异明显，但只要它们的年
收入接近，它们之间的距离也可能很小，就会影响到k-NN的分类效果。



模型组合器
（集成学习）

*一种集成学习框架 / 思想，而不是单一的具体算法



集成学习

• 集成学习（Ensemble Learning）通过结合多个学习器（通常称为
“个体学习器”或“基学习器”）来提高整体的学习性能，减少误差。

• 单一模型（比如决策树）容易过拟合 / 不稳定。

• 我们希望通过“集体智慧”来减少误差。



集成学习

同质与异质学习器：

• 同质集成：个体学习器是同种类型的算法。例如，随机森林

• 异质集成：个体学习器是不同类型的算法。

基学习器（个体学习器）的选择：

• 基学习器之间应该“好而不同”，不同指的是误差之间应当相互独立。

集成学习策略：
• Bagging：个体学习器是独立生成的，如随机森林。学习器之间不存

在强依赖关系。

• Boosting：后一个学习器的构建依赖于前一个学习器的结果。学习器
之间存在强依赖关系。



集成学习：Bagging

Bagging的核心思想：

"Bagging" 是 "Bootstrap Aggregating" 的缩写

1. 从原始训练集通过自助采样法（bootstrap sampling） 反复采样，
得到若干不同的子训练集。

2. 在每个子训练集上分别训练一个基学习器（可以是决策树、神经
网络等）。

3. 在预测时，将这些基学习器的结果进行聚合。

最典型的具体算法就是随机森林（Random Forest），它就是在 Bagging 的框
架下，用决策树作为基学习器，并在特征选择上再加一层随机性。

Random Forest = Bagging + 决策树 + 特征随机性



集成学习：Bagging 

• 欲得到泛化性能强的集成，集成中的个体学习器应尽可能相互独立；

一般做法：对训练样本进行采样，产生出若干个完全不同的子集，
再从每个数据子集中训练出一个基学习器。

Bootstrap做法：使用相互有交叠的采样子集（自助采样法）。

为什么Bagging集成学习使用Bootstrap抽样呢？

使用bootstrap抽样既能保证数据量的充足，也能保证数据集之间的不同。



• 对于Bagging这一类算法，基学习器的误差相互独立时，误差可以相
互抵消，可以显著降低方差，但对偏差的改善有限。

集成学习：Bagging 

• 单课树波动大、结果不稳
定（方差大）

• Bagging 通过平均把抖动
抵消掉 → 降低方差，从
而平滑，稳定。

单课树 vs Bagging 误差曲线



边界非常锯齿状、抖动，树对局
部数据特别敏感。

单个树的“随机抖动”会相互抵消，整体
边界更平滑。边界更平滑，更接近真
实数据分布。

集成学习：Bagging 

单棵决策树 Bagging（50 棵树，bootstrap 采样）



• Boosting 是一种集成学习算法，通过将一系列弱学习器组合起来，构建
一个强学习器。每次训练一个基学习器，重点放在错误分类的样本上，
增加它们的权重。每个后续学习器都会关注前一个学习器的错误，并通
过调整其权重系数来改善整体模型的性能。这一过程会持续进行，直到
达到预定的基学习器数量或误差无法显著下降。

集成学习：Boosting

*弱学习器是指性能仅略好于随机猜测的学习器。通常在二分类问题中，它的准确度略高于
50%（例如精度大约在 60% 左右）。强学习器是指能够给出接近真实值的准确预测的学习器

• 大多数 Boosting 方法的弱学习器都是决策树结构



AdaBoost

• Boosting仅仅是一种框架/思想，具体实现有很多，不同实现所采用的
方法不一样。下面以AdaBoost为例：



• 逐轮训练弱分类器（通常是决策树桩，即只有一个分裂的树）。

• 每轮根据前一轮的结果调整样本权重：错分的样本权重升高，正确
分类的样本权重降低。

• 最终用加权投票的方式聚合所有弱分类器。

假设训练集为 𝑥1 𝑦1 , 𝑥2 𝑦2 , … , 𝑥𝑚 𝑦𝑚 ，其中 𝑦𝑖 ∈ −1 +1 。

（1）初始化样本权重

所有样本一开始权重相等。

AdaBoost



（2）循环迭代 𝒕 = 𝟏, 𝟐, … , 𝑻

AdaBoost

1. 训练弱分类器
用当前样本权重分布 𝑤 𝑡 ，训练一个弱分类器 ℎ𝑡 𝑥 。

3. 计算弱分类器的权重

2. 计算分类误差率

所有被错分样本的权重之和，即加权错误率。

错误率越低，权重 𝛼𝑡越大。

4. 更新样本权重

分类正确:

分类错误:

指数为负 → 权重下降

指数为正 → 权重上升



（3）最终输出

输出是所有弱分类器加权组合：

• AdaBoost 的核心是调整样本权重，让难分的样本逐渐被重视。

• 每个弱分类器在最终模型中的话语权由其精度（𝛼𝑡）决定。

• 本质是加权投票（Weighted Voting），和随机森林的多数投票不同。

AdaBoost



用户 特征 x（交易金额） 标签 y（是否欺诈）

1 10 正常 (+1)

2 20 正常 (+1)

3 50 欺诈 (-1)

4 60 欺诈 (-1)

5 15 欺诈 (-1)

初始化
每个样本权重相等：

𝑤𝑖 = 1/5 = 0.2

一开始模型对所有交易一视同仁，没有偏好。

AdaBoost



第 1 轮弱学习器
假设弱学习器的规则：金额 < 30 → 正常 (+1)，否则 → 欺诈 (-1)

分类结果：

• 样本1，2，3，4正确，5错误

• 计算分类误差率𝜖1 （即0.2）

• 计算基学习器权重𝛼1 =
1

2
ln

1−𝜖1

𝜖1

• 样本 1、2：预测正确 → 权重乘上 𝑒−𝛼1，下降

• 样本 3、4：预测正确 → 权重乘上 𝑒−𝛼1，下降

• 样本 5：预测错误 → 权重乘上 𝑒+𝛼1，上升

• 模型发现第 5 个小额欺诈交易判断错误，AdaBoost 增大其权重，让下
一轮学习更关注它。

AdaBoost



第 2 轮弱学习器

重新训练弱学习器时，样本 5 权重变大。样本5的权重和分类误差率挂钩，
如果样本5在第二轮分类错误，它相对较高权重就会导致误差率变大。为
了降低损失，模型会尽力将样本5分类正确。

通过第二轮训练，规则调整为金额 < 14 → 正常 (+1)，否则 → 欺诈 (-1)

分类结果：

• 样本1，3，4，5正确，2错误，样本 5 被正确识别

• 更新权重时：第 5 个样本权重下降（乘上 𝑒−𝛼2），其余正确/错误样
本根据分类结果继续调整。

• 模型逐渐“学会”识别那些容易被忽略的欺诈样本。

AdaBoost



后续迭代
每一轮都根据加权错误率 𝜖𝑡计算基学习器权重 𝛼𝑡，再用指数因子 𝑒±𝛼𝑡

调整样本权重，直到弱学习器组合稳定。

最终输出
所有弱分类器加权组合：

AdaBoost



对于Boosting一类算法，因为每个新加入的分类器都专注于前一个分类器
错误分类的样本，如果每个分类器都能有效地减少错误，整体错误率将
随着分类器数量的增加而指数级下降。

在AdaBoost中，整体模型的错误率由下式给出：

𝑡代表的是分类器的编号， 𝜖t是分类器𝑡的错误率

如果每一个弱分类器的表现都至少比随机猜测好（即每个 𝜖t都小于
0.5），那么这个错误率上界会随着分类器数量T的增加而指数级下降。

集成学习：Boosting



集成学习：Boosting

常见的booting算法：daBoost (Adaptive Boosting, 1995)、Gradient 
Boosting (GBDT, 2001)、Stochastic Gradient Boosting (2002)、XGBoost 
(Extreme Gradient Boosting, 2014)、LightGBM (Light Gradient Boosting 
Machine, 2016)、CatBoost (2017)

（1）基本思想相同—— Boosting 框架

• 串行训练弱学习器（通常是决策树）。
• 每一轮新的学习器都会重点关注前一轮没有学好的部分（错分样本）。

（2）弱学习器相似

• 最常见的弱学习器是决策树桩 / 小树。
• AdaBoost 常用树桩，GBDT/XGBoost/LightGBM/CatBoost 一般用深度

较小的决策树。

（3）集成方式相同

• 最终预测都是加权和



Bagging和Boosting的对比



Bagging 的特点：

• 减少方差：多个模型的结果将会被平均（回归问题）或者是多数投票
（分类问题），这样可以减少模型因数据随机波动造成的方差。

• 防止过拟合：单个模型可能会在训练集上学得太好，以至于学到了数据
中的噪声。当多个这样的模型平均或投票时，噪声的影响会减弱，因为
不太可能所有模型都在相同的噪声上过拟合。

• 并行处理：由于每个分类器是独立的，因此可以并行训练，提高效率。

Bagging和Boosting的对比

Boosting 的特点：

• 减少偏差：通过专注于难以分类的样本，Boosting 能够创建一个强分类
器，从而减少模型的偏差。

• 过拟合风险：如果数据噪声较大，Boosting 方法可能会过分关注错误样
本，从而导致过拟合。

• 计算复杂：由于模型是顺序构建的，不能进行并行处理，这会增加训练
时间。



判断题

1. Bagging 是一种只能用于分类任务的集成学习技术。

2. Boosting 方法通过训练多个弱分类器并最终结合它们的预测结果来提高模
型的准确性。

3. AdaBoost方法通过增加之前分类错误的样本权重来迫使后续分类器更加
关注这些样本。

4. 集成学习方法不适用于处理高维数据。

5. 在集成学习中，如果单个模型过于复杂，则整体模型一定会过拟合。

6. Boosting算法在训练过程中可以并行训练各个分类器。

7. 集成学习中使用的所有模型都必须是同一类型的模型。



判断题

1. Bagging 是一种只能用于分类任务的集成学习技术。（错误）

2. Boosting 方法通过训练多个弱分类器并最终结合它们的预测结果来提高模
型的准确性。（正确）

3. AdaBoost算法通过增加之前分类错误的样本权重来迫使后续分类器更加
关注这些样本。（正确）

4. 集成学习方法不适用于处理高维数据。（错误）

5. 在集成学习中，如果单个模型过于复杂，则整体模型一定会过拟合。
（错误）

6. Boosting算法在训练过程中可以并行训练各个分类器。（错误）

7. 集成学习中使用的所有模型都必须是同一类型的模型。（错误）



逻辑回归



逻辑回归（Logistic regression）

• 逻辑回归虽名为“回归”，但实际上是用于“分类”问题。 “逻辑”源于“Logistic”
的翻译，但实际上的logistic指的是Logistic函数（对数几率函数）。

• 逻辑回归的核心是使用Logistic函数（或称对数几率函数）来建模分类问
题的概率。因此，逻辑回归有时也被称为对数几率回归。

• 逻辑回归与线性回归：线性回归用线性模型预测连续的变量，而逻辑回
归用线性模型预测二元结果（是/否，1/0）



• 逻辑回归怎么通过线性模型的输出（连续的值）来进行二分类（离
散的值）呢？

✓ 最简单的方式是将线性模型的输出通过单位阶跃函数映射到{0, 1}
就可以解决二分类问题。

✓ 这种方法中存在局限性。如果直接将线性回归模型的输出通过单
位阶跃函数来映射到{0, 1}，则缺乏概率解释。

𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 = 0

𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 > 0

𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 < 0

?

线性模型的二元分类

单位阶跃函数在 0 处不可导，梯度优化（梯度下降）没法用。
线形模型的输出



对数几率函数的特性
• logistic函数的输出始终在0和1之间，非常适合表示概率。

• 当𝑧的值增加时，Sigmoid函数逼近1；当𝑧的值减少时，函数值逼近0。函
数在𝑧 = 0附近最为敏感。

• logistic函数是一个平滑的连续函数，可微分，可用梯度法训练（学习）。

• 将单位阶跃函数替换为对数几率函数（logistic函数）？

单位阶跃 vs.对数几率

在统计学中，logisctic函
数；在机器学习/深度学
习中，叫做sigmoid函数



逻辑回归（Logistic regression）

𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 = 0

𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 > 0

𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 < 0

?

• 更为合适的解决方案：用对数几率函数代替单位阶跃函数

• 通过Logistic函数（或对数几率函数）可以将线性模型的输出映射到(0, 1)
区间内，这样的输出就可以解释为属于某类的概率。Logistic函数将输出
限制在0和1之间，同时提供了平滑的概率过渡。



逻辑回归：模型

在逻辑回归中，首先构建一个线性模型：

其中，𝑤0, 𝑤1, 𝑤, … , 𝑤𝑛  是模型参数， 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 是特征值。然后，
将这个线性模型的输出𝑧作为logistic函数的输入，即：

𝑃(𝑦 = 1|(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 )) =
1

1 + 𝑒−(𝑤0+𝑤1𝑥1+𝑤2𝑥2+⋯+𝑤𝑛𝑥𝑛)

𝑍 = 𝑤0 + 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + ⋯ + 𝑤𝑛𝑥𝑛

= 
1

1+𝑒−(𝑤𝑇𝑥+𝑏)

= 
𝑒(𝑤𝑇𝑥+𝑏)

1+𝑒(𝑤𝑇𝑥+𝑏)

样本（ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ）属于正
类别（ 𝒚 = 𝟏 ）的概率为



𝑃 𝑦 = 0 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 1 −
1

1 + 𝑒−(𝑤0+𝑤1𝑥1+𝑤2𝑥2+⋯+𝑤𝑛𝑥𝑛)

= 
1

1+𝑒(𝑤𝑇𝑥+𝑏)

样本（ 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ）属于负
类别（ 𝒚 = 𝟎 ）的概率为

样本x属于正类别的概率：

样本x属于负类别的概率：

1

1+𝑒(𝑤𝑇𝑥+𝑏)

逻辑回归：模型



• 希望每个样本属于其真实标记的概率越大越好。

（1）如果是正类样本，那就希望模型预测它为正类别的概率接近1。

（2）如果是负类样本，那就希望模型预测它为负类别的概率接近1。

策略：通过最大化训练集样本的预测概率乘积，选择最优模型参数。

逻辑回归：策略

训练集样本x属于正类的概率：

训练集样本x属于负类的概率：

整个训练集的似然函数，即为：
𝜎就是指 logistic 函数， 𝑦𝑖 ∈ 0 1



• 原始乘积容易下溢（数值变得很小），所以优化时通常取对数，将乘
积转换为求和，得到对数似然。

逻辑回归：策略

似然函数取对数得到对数似然

• 把对数似然取负号（偏好求最小值而非最大值）就变成损失函数：

逻辑回归的优化目标是最小化：

这个损失函数也称作交叉熵损失。



逻辑回归：算法

优化目标：

算法：梯度下降

w, b Loss

计算过程，全程可微

梯度下降

• 最小化



多类别问题怎么办？

逻辑回归原生是二分类的，如果想做 𝐾类分类：

• 对每一类 𝑘建立一个二分类逻辑回归，预测时选择概率最大的类别
• 每个类别都有自己的超平面，把这个类别与其他类别分开。

针对每个点，用三个模
型分别计算概率，将其
分配到概率最高的类别



课题习题

1. 逻辑回归解决的是回归问题。

2. 逻辑回归模型本质上是一个线性模型。

3. 逻辑回归模型的输出值是介于0和1之间的连续值。

4. 标准的逻辑回归只能用于处理二分类问题。

5. 逻辑回归要求自变量和因变量（事件发生概率）之间具有线性关系。

判断对错：



1.逻辑回归解决的是回归问题。（错误）

2.逻辑回归模型本质上是一个线性模型。（正确，逻辑回归尽管预测
的是概率，但其核心是线性的，因为它使用的是自变量的线性组合来
预测。

3.逻辑回归模型的输出值是介于0和1之间的连续值。（正确，逻辑回
归通过sigmoid函数）

4.标准的逻辑回归只能用于处理二分类问题。（正确）

5.逻辑回归要求自变量和因变量（事件发生概率）之间具有线性关系。
（错误）

课题习题答案



朴素贝叶斯



朴素贝叶斯分类器

应用：
• 垃圾邮件分类
• 文本分类

• 贝叶斯定理是朴素贝叶斯分类器的核心



贝叶斯定理（Bayes' theorem）

• 贝叶斯定理是用来计算在给定新证据或数据之后某个事件的概率（后验
概率）。

• 例：可以通过癌症的总体平均风险来预测一个人患病的概率（先验概
率）。使用贝叶斯定理之后，我们就可以进一步结合个体的具体信息
（如年龄、性别、遗传因素等）来提供更精确的风险估计（后验概率），
而不是仅仅依赖于总体平均风险。



• 先验概率（Prior Probability）：这是在考虑任何相关证据或数据之前，
根据以往经验或主观判断预估某事件发生的概率。

先验概率/后验概率

例：如果某地区过去十年中每年都发生地震，那么我们可能会基于这
一经验判断来年也会发生地震的概率较高，这就是先验概率。

• 后验概率（Posterior Probability）：在观察或获取新的数据后，对事
件发生概率的重新评估。

例：如果在考虑了最近的地质活动，天气情况后，我们发现该地区
的地震活动有所下降，那么我们可能会降低来年发生地震的概率评
估，这就是后验概率。



• 后验概率𝑃(𝐶|𝑋)表示在给定观测数据𝑋（即特征）的条件下，目标变量
𝐶（即类别）的概率。（比如：我进一步给出水果特征为Long，Not
sweet， Yellow，问它属于每个类别的概率（Banana，Orange，Other））

• 分类任务中核心的问题：分类问题 在给定观测数据的特征的情

况下，预测该数据属于各个类别的概率 后验概率。

• 先验概率 𝑃(𝐶) 表示在任何特定观测数据𝑋被考虑之前，事件 𝐶（通常是
一个类别标签或某种结果）的概率。（比如：给定如下数据集，现在有
一个水果，问它属于每个类别的概率（Banana，Orange，Other））

分类任务下的先验概率/后验概率



假如我们的分类模型中的某一个样本是：

朴素贝叶斯分类

• 分类问题则可以转化为求如下后验概率的问题

• 对于给定的特征X，可以通过计算后验概率𝑝(𝑐|𝑥)来预测𝑐 (类别)



朴素贝叶斯分类

（先验概率） （似然）

（“证据”因子）

（后验概率）

根据贝叶斯定理，我们有

• 贝叶斯定理可以用来估计后验概率



朴素贝叶斯分类

先验概率 𝑃 𝐶𝑘 由数据集 𝐷中类别分布确定，
通常通过统计类别标签的频率来估计。

• 先验概率 𝑃 𝐶𝑘 在给定类别 𝐶𝑘的情况下是一个常数，因为它仅与数据
集 𝐷中各个类别的分布有关，而与特征 𝑋无关。



朴素贝叶斯分类
在类别 𝑪𝒌的背景下，观测到特
征 𝑿的概率。即我们在假设类别
为 𝐶𝑘的情况下，看到样本 𝑋的可
能性。

• 在样本量充足的情况下，我们通常可以通过频率估计法（即根据数据
中各特征出现的频率）来准确估计似然 𝑃 𝑋 ∣ 𝐶𝑘 。

• 然而，在实际应用中，样本量可能不足以精准估计似然，这时我们引
入了特征独立性假设来简化模型。朴素贝叶斯模型假设在给定类别 𝐶𝑘

的情况下，所有特征 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 是相互独立的。基于条件独立的定义，
似然可以表示为各个特征条件概率的乘积：



朴素贝叶斯分类

证据因子 𝑃 𝑥 表示在整
个模型（所有类别及其
先验分布）下观测到样
本 𝑥的概率

• 我们关心的是各类别的后验概率 𝑃 𝐶0 ∣ 𝑥 , 𝑃 𝐶1 ∣ 𝑥 , … , 𝑃 𝐶𝑘 ∣ 𝑥 哪个最大，
而不需要精确计算它们的具体数值。由于这些后验概率具有相同的分母（即
证据因子 𝑃 𝑥 ），在比较大小时可以忽略证据因子，无需实际计算。



朴素贝叶斯分类

通过统计类别标签的频率来
估计。

不需要计算

转化为各个特征条件概率的乘积

𝑝 𝐶𝑘 𝑥 =
𝑝 𝐶𝑘 𝑝 𝑥 𝐶𝑘  

𝑝(𝑥)
=

𝑝 𝐶𝑘

𝑝(𝑥)
ෑ

𝑖=1

𝑑

𝑝(𝑥𝑖|𝐶𝑘)



朴素贝叶斯模型

总结：

• 由给定数据集得到输入输出的联合概率分布模型

• 将给定的某个样本𝑥，输入到该联合概率分布模型，得到使后验概率最大
的𝑘

模型估计的是类别和
特征的联合概率分布



• 朴素贝叶斯分类器（NBC）是一种基于贝叶斯定理的分类方法，其核心
假设是所有特征在给定类别的条件下是相互独立的。 在分类或预测阶段，
给定一个新的输入向量𝑋，NBC通过应用贝叶斯定理，计算并比较在每个
可能的输出类别𝑌下的后验概率。最终，模型将选择具有最大后验概率
的类别作为预测结果。

朴素贝叶斯分类

• 如果特征之间不独立，是不是朴素贝叶斯分类器就无法使用呢？

• 特征在给定类别的条件下是相互独立的：然而在现实世界的数据中，特
征之间往往是相关的。例如，在图像识别中，相邻像素之间就有很高的
相关性；在文本分类中，某些词的出现可能会影响其他词的出现。朴素
贝叶斯算法忽略了这些可能的相关性，这种做法在某种意义上是“过于简
化”或“朴素”的。



• 朴素贝叶斯分类器（NBC）是一种基于贝叶斯定理的分类方法，其核心
假设是所有特征在给定类别的条件下是相互独立的。 在分类或预测阶段，
给定一个新的输入向量𝑋，NBC通过应用贝叶斯定理，计算并比较在每个
可能的输出类别𝑌下的后验概率。最终，模型将选择具有最大后验概率
的类别作为预测结果。

朴素贝叶斯分类

• 特征在给定类别的条件下是相互独立的：然而在现实世界的数据中，特
征之间往往是相关的。例如，在图像识别中，相邻像素之间就有很高的
相关性；在文本分类中，某些词的出现可能会影响其他词的出现。朴素
贝叶斯算法忽略了这些可能的相关性，这种做法在某种意义上是“过于简
化”或“朴素”的。

• 如果特征之间不独立，是不是朴素贝叶斯分类器就无法使用呢？（否，
数据集的特征之间相关性越高，朴素贝叶斯的分类效果一般就越差。但
不代表朴素贝叶斯无法使用。）



问题：现有一个长形状的（Long）、有甜味的（Sweet）、黄颜色（Yello）
的水果，你能猜测出这是什么水果吗？

朴素贝叶斯分类器的例子

计算例：

• 3个类别： banana, orange, other
• 3个特征: Long/Not long, Sweet/Not sweet, Yellow/Not yellow
• 1000个样本（500个banana, 300个orange, 200个other）



朴素贝叶斯分类器的例子

根据贝叶斯公式:

𝑝 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 =
𝑝 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎 ∗ 𝑝 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎

𝑝(𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤)

𝑝 𝑂𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 =
𝑝 𝑂𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒 ∗ 𝑝 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 𝑂𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒

𝑝(𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤)

𝑝 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 =
𝑝 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟 ∗ 𝑝 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟

𝑝(𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤)



𝑝 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤

朴素贝叶斯分类器的例子

以Banana为例：

=
𝑝 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎 ∗ 𝑝 𝐿𝑜𝑛𝑔 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎 ∗ 𝑝 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎 ∗ 𝑝(𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤|𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎)

𝑝(𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤)

=
0.5 ∗ 0.8 ∗ 0.7 ∗ 0.9

𝑝(𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤)
=

1

𝑍
∗ 0.252

=
𝑝 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎 ∗ 𝑝 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎

𝑝(𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤)



朴素贝叶斯分类器的例子

𝑝 𝑂𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 =?

𝑝 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 = ?



朴素贝叶斯分类器的例子

𝑝 𝑂𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 = 0

𝑝 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 =
1

𝑍
∗0.01875

所以，当给定一个水果的特
征：long, sweet, yellow，那
么这个水果更有可能是
Banana。

𝑝 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑛𝑎| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 > 𝑝 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 >𝑝 𝑂𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒| …



朴素贝叶斯模型的优点

1. 数据需求不高：即使在数据量较少的情况下，朴素贝叶斯分类器也能估
计出必要的参数。必要的参数包括类别的先验概率和给定类别下特征的
条件概率，这些在数据量较少的情况下，也同样可以获得。

2. 对缺失数据不敏感：在朴素贝叶斯中，各个特征在给定类别的条件下是
独立的，也就是说每个特征对最终的后验的贡献是单独计算的。如果某
个或几个特征缺失，只需在计算联合概率时忽略这些特征，而不必影响
其他特征的条件概率计算。

计算似然时，可以忽略缺失特征，只乘以那些已知的特征的条件概率

3. 简单到几乎不需要调参：与许多机器学习算法相比，朴素贝叶斯模型在
调参方面几乎可以忽略不计，这使得它非常适合对时间和资源有限的快
速原型设计。



朴素贝叶斯模型的缺点

1. 特征独立性假设：朴素贝叶斯模型假设在给定类别条件下所有特征
相互独立，但现实数据中，特征往往存在一定关联性。特征间关联
性较强时，这种独立性假设不完全成立，可能导致模型性能下降；
而特征关联性较弱时，模型仍能取得较好的效果。

2. 零概率问题：当某个类别下的某个特征未在训练集中出现过时，会
导致该类别的概率估计为零，即零概率问题，这会影响到后验概率
的计算和分类结果。

𝑝 𝑂𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒| 𝐿𝑜𝑛𝑔, 𝑆𝑤𝑒𝑒𝑡, 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 = 0

这是因为Long这个特征并没有在Orange这个类别里出现过，也就是
P(Long|Orange)=0，并最终导致后验概率为0。意味着即使其他证据强烈
支持样本属于Orange类别，但特征值Long独自就能使该类别的后验概率
归零，从而导致分类决策错误。



朴素贝叶斯模型的缺点

如何解决零概率问题？

• 拉普拉斯平滑（Laplace Smoothing）

给每个可能的特征值加一个小常数（通常是 1），避免零概率。

其中 𝑉𝑖是特征 𝑋𝑖的可能取值总数。这里分母加 𝑉𝑖是保证条件概率
总和仍为 1，使其成为合法概率分布。



贝叶斯信念网络



贝叶斯信念网络

• 贝叶斯网络（贝叶斯信念网络），是一种表示变量之间概率依赖关系的
图模型（graph model）。它由以下两个主要组成部分构成：

• 网络结构 G：这是一个有向无环图（DAG），其中每个节点（V）代表一
个随机变量。如果两个变量之间存在直接的概率依赖性，则它们之间会
有一条有向边（E）相连。

• 参数𝜣 ：参数是指每个节点（V）都具有的一个条件概率表（CPT），它
量化了在给定父节点的特定值的情况下，该节点取特定值的概率。

父节点

子节点



条件独立属性

• 贝叶斯网络的核心是揭示了变量间的条件独立属性。条件独立指的是在
给定某些条件的情况下，多个随机变量相互独立。（贝叶斯网络通过图
结构明确地表示哪些变量在给定其他变量（通常是父节点）时是条件独
立的）。

这个图所代表的含义是：A, C在B发生的前提下，相互独立，即条件独立。



贝叶斯信念网络

• 贝叶斯网络核心应用是它能够表示和处理多变量的联合概率分布。
它的应用具体包括以下几个方面：

 推理和决策

 条件概率查询和预测

 表示联合概率分布



A, C在B发生的前提下，相互独立

A，B，C三个事件的联合概率分布是？

表示联合概率分布

根据条件概率的定义：



A，B，C三个事件的联合概率分布是？

表示联合概率分布

• B没有父节点，所以它是一个先验概率P(B)

• A的父节点是B，因此A的条件概率是P(A∣B)

• C的父节点是B：因此C的条件概率是P(C∣B)



表示联合概率分布

将三个部分相乘，就得到了变量间的联合概率分布是：

• Rain 没有父节点，所以它是一个
先验概率P(Rain)。

• Sprinkler 的父节点是 Rain，因此
Sprinkler的条件概率是
P(Sprinkler∣Rain)

• GrassWet 有两个父节点：Rain 和
Sprinkler。所以它的条件概率是
P(GrassWet∣Rain,Sprinkler)



某个贝叶斯网络

𝑥1 𝑥2

𝑥3 𝑥4 𝑥5

它所表示的变量间的联合概率分布是：

表示联合概率分布



P(I, D, G, S, L) = P(I)P(D)P(G | I, D)P(S | I)P(L | G).

表示联合概率分布



表示联合概率分布



• 朴素贝叶斯是贝叶斯网络的一个特例
• 朴素贝叶斯如果用贝叶斯网络来表示

𝑃 𝐶𝑘 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 =
𝑃(𝐶𝑘 , 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

=
𝑝(𝐶𝑘) × 𝑝(𝑥1|𝐶𝑘) × 𝑝(𝑥2|𝐶𝑘) × 𝑝(𝑥3|𝐶𝑘) × 𝑝(𝑥4|𝐶𝑘)

𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

𝐶𝑘

特征

类别

通过贝叶斯网络推出朴素贝叶斯：

（给定类别下，特征相互独立）

表示联合概率分布



条件概率查询和预测

• 贝叶斯网络可以用来查询条件概率。例如，可以查询在给定某些证据
变量的情况下其他变量的条件概率。

问：浇水器开启，下雨同时发生的情况下，草湿的概率是多少？



条件概率查询和预测

P(G=T|S=T, R=T) = 0.99

• 贝叶斯网络可以用来查询条件概率。例如，可以查询在给定某些证据
变量的情况下其他变量的条件概率。

问：浇水器开启，下雨同时发生的情况下，草湿的概率是多少？



• 草湿，浇水器开启，下雨这三者同时发生的概率是？

• 如果草湿了，那么下雨的概率是多少？

条件概率查询和预测



P(B = True, E = False, A = True, D=True, S=False) =? 

条件概率查询和预测



推理和决策

• 分类问题

𝑥1
𝑥2

𝑥3𝑥4

𝐶𝑘

特征

类别

𝑃 𝐶𝑘 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 =
𝑃(𝐶𝑘 , 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
计算后验概率

将输入特征X和目标变量𝐶𝑘 作为网络节点，建模节点间的依赖关系构
建条件概率表，计算后验概率。



聚类



• 无监督学习里典型例子就是聚类。

聚类问题

• 聚类是将样本集合中相似的样本（实例）分配到相同的类，不相似的
样本分配到不同的类。与分类不同，聚类并不关心分的这一类是什么。

• 聚类算法涉及到两个基本问题：距离计算，性能度量

• 聚类的核心概念是相似度（similarity）或距离（distance）



聚类问题：距离计算

• 因为相似度直接影响聚类的结果，所以距离和相似度选择是聚类的
根本问题。

• 有多种相似度或距离的定义（参见KNN一节），也可根据需要自己定
义，但一般需满足如下条件：

非负性：

同一性：

对称性：

直递性：



聚类问题：性能度量

• 评估聚类效果的好坏

• 作为聚类的优化目标

性能度量的作用：

足够“好的”聚类？

• 同一簇的样本尽可能彼此相似。（“簇内相似度”高）
• 不同簇的样本尽可能地不同。（“簇间相似度”低）



聚类问题：性能度量

轮廓系数（Silhouette Score）

轮廓系数综合考虑了聚类的紧密度和分离度，衡量了同一簇内样本之间的紧密程
度的同时，又衡量了样本与其他簇之间的分离度。其值介于[-1, 1]之间，值越大
表示聚类效果越好。

1. 对每个样本，计算其与同簇其他点的平均距离 𝑎 𝑖 （簇内紧密度）。
2. 计算该样本与最近其他簇中所有点的平均距离 𝑏 𝑖 （簇间分离度 ）。
3. 计算轮廓系数

对于聚类中的所有样本，我们可以计算所有样本的轮廓系数的平均值来得到
总体轮廓系数：

其中，𝑁 是样本总数，𝑠 𝑖 是样本 𝑖的轮廓系数。



聚类问题：性能度量

轮廓系数（Silhouette Score）

• 如果聚类效果好，则𝑎 𝑖 很低，𝑏 𝑖 很高，那么

𝑆(𝑖) =
𝑏(𝑖) − 𝑎(𝑖)

𝑏(𝑖)
= 1 −

𝑎(𝑖)

𝑏(𝑖)

𝑆(𝑖) =
b(𝑖) − 𝑎(𝑖)

a(𝑖)
=

𝑏(𝑖)

𝑎(𝑖)
− 1 

接近于1

接近于-1

• 如果聚类效果差，则𝑎 𝑖 很高，𝑏 𝑖 很低，那么

所以其值介于[-1, 1]之间，值越大表示聚类效果越好。



聚类问题：性能度量

簇间距离 𝑑𝑖𝑗

簇 𝐶𝑖和簇 𝐶𝑗之间的距离通常是簇中心之间的距离，定义为：
𝑑𝑖𝑗 =∥ 𝜇𝑖 − 𝜇𝑗 ∥

其中，𝜇𝑖 和 𝜇𝑗分别是簇 𝐶𝑖和簇 𝐶𝑗的中心，∥⋅∥ 是欧几里得距离。

Davies-Bouldin指数（DBI）

Davies-Bouldin 指数（DBI） 主要用于评估聚类结果中簇的分离度和紧密度。
它能够反映簇之间的相似性和簇内的紧密度。

簇内距离𝑠𝑖 （簇的紧密度）
簇 𝐶𝑖的紧密度 𝑠𝑖通常定义为簇内所有样本到簇中心的平均距离。假设簇 𝐶𝑖中有
∣ 𝐶𝑖 ∣个样本，簇中心是这些样本的平均位置 𝜇𝑖，那么紧密度计算公式为：

𝑠𝑖 =
1

∣ 𝐶𝑖 ∣
෍

𝑥∈𝐶𝑖

𝑑 𝑥 𝜇𝑖

其中，𝑑 𝑥 𝜇𝑖 是样本 𝑥到簇中心 𝜇𝑖的距离。



聚类问题：性能度量

Davies-Bouldin指数（DBI）

最终，Davies-Bouldin 指数是所有簇对的最大相似度的平均值：

𝐷𝐵𝐼 =
1

𝑘
෎

𝑖=1

𝑘

max 𝑅𝑖𝑗
𝑖≠𝑗

对于每一对簇 𝐶𝑖和 𝐶𝑗，可以 计算簇 𝑖和簇 𝑗之间的相似度 𝑅𝑖𝑗

簇内距离

簇间距离

DBI 越小，簇之间的分离度较大且簇内的紧密度较强，聚类效果好。相反，
DBI 越大，表示聚类效果较差，簇之间不够分离或簇内样本过于分散。



𝑘-means算法



𝑘-means算法（𝑘均值聚类）

• k-means 是最常用的基于欧式距离的聚类算法。

• k-means 聚类是硬“聚类”，因为每个样本只能被分配到一个簇中。也就
是说，样本只能属于一个簇，且簇之间是互不重叠的。

• k-means 的目标是将 n 个样本分到 k 个不同的类或簇中，其中 𝑘是一个
预设的超参数，通常满足 𝑘 < 𝑛。假设有 𝑘个簇 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑘，这些簇形
成了对样本集合 𝑋的划分，并且满足以下条件：

簇之间互不重叠：

所有簇的并集覆盖整个样本集 𝐷：



𝑘-means算法（𝑘均值聚类）

直观来看，K均值聚类做的是这样一件事：



𝑘-means算法

给定样本集𝐷 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚}, “𝑘均值”(𝑘 − 𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠)算法针对聚类
所得簇划分𝐶 = {𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑘}最小化平方误差

其中𝜇i =
1

𝐶𝑖
σ𝑥∈𝐶𝑖

𝑥是簇𝐶𝑖的均值向量，也称为簇𝐶𝑖  的质心。该式也称

为聚类误差平方和（SSE）或簇内总平方和（WSS）。

k-means 算法的策略就是最小化这个聚类误差平方和，使得同一个簇内
的点彼此尽量相似（距离簇中心更近）。

策略

𝑘 − 𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠算法将欧氏距离平方作为样本间距离

该式是K-means算法
的目标函数



1. 选择初始化的 𝑘 个样本作为初始聚类中心 𝑎 = 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘;

2. 针对数据集中每个样本𝑥𝑖，计算它到这 𝑘个聚类中心的距离
并将其分到距离最小的聚类中心所对应的类中；

3. 针对每个类别𝑎𝑗，重新计算它的聚类中心（即属于该类的
所有样本的质心）；

4. 重复上面 2 3 两步操作，直到达到某个中止条件（迭代次数
max_iter 、收敛阈值 tol，当簇中心的变化量小于该值时，
算法停止迭代，通常默认为 1e-4，簇中心的变化小于这个
值时停止。）。

𝑘 -means算法

算法步骤

理解！



𝑘-means算法

• 假设k=2。

算法例



给定含有5个样本的集合

𝑘-means算法-例

𝑋 =
0 0 1 5 5
2 0 0 0 2

试用𝑘均值聚类算法将样本聚到2个类中

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0,2) 0 4 5 29 25

𝑥𝑐2 = (0,0) 4 0 1 25 29

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥5}
𝐺2 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}

𝑥𝑐1 = 2.5,2
𝑥𝑐2 = 2, 0



𝐺1 = {𝑥1, 𝑥5}
𝐺2 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}

𝑥𝑐1 = 2.5,2
𝑥𝑐2 = 2, 0

𝑘-means算法-例

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (2.5,2) 6.25 10.25 4.25 10.25 6.25

𝑥𝑐2 = (2,0) 8 4 1 9 13

由于得到的新的类没有改变，聚类停止。得到最终的聚类结果：

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥5}
𝐺2 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}



𝑘-means算法-例

给定含有5个样本的集合

𝑋 =
0 0 1 5 5
2 0 0 0 2

试用𝑘均值聚类算法将样本聚到2个类中

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0,2)

𝑥𝑐2 = (5,2)



𝑘-means算法-例

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0,2) 0 4 5 29 25

𝑥𝑐2 = (5,2) 25 29 20 4 0

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}
𝐺2 = {𝑥4, 𝑥5}

𝑥𝑐1 = 0.33,0.67
𝑥𝑐2 = 5,1

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0.33，0.67) 0.19 0.56 0.89 22.22 23.56

𝑥𝑐2 = (5,1) 26 26 17 1 1

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}
𝐺2 = {𝑥4, 𝑥5}

第一次迭代

第二次迭代

同样一组数据，因为初始点的不
同，导致聚类结果不一样



𝑘-means算法-例

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0,2) 0 4 5 29 25

𝑥𝑐2 = (5,2) 25 29 20 4 0

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}
𝐺2 = {𝑥4, 𝑥5}

𝑥𝑐1 = 0.33,0.67
𝑥𝑐2 = 5,1

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0.33，0.67) 0.19 0.56 0.89 22.22 23.56

𝑥𝑐2 = (5,1) 26 26 17 1 1

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}
𝐺2 = {𝑥4, 𝑥5}

第一次迭代

第二次迭代

同样一组数据，因为初始点的不
同，导致聚类结果不一样



初始质心的选择

同样的一组数据，因为初始中心选择的不同，得到不同的聚类结果

在 K-means 算法中，初始化簇中心（或称质心）是影响聚类效果
和收敛速度的关键因素。不同的初始质心可能导致收敛到不同的
局部最优解，从而影响聚类效果。



初始质心的选择

随机初始化（Random Initialization）

• 随机选择 𝑘个样本点作为簇中心。

• 簇中心是完全随机地选择的，没有任何约束。因此，可能会有两个
或多个簇中心在数据空间中非常接近。这会导致某些簇在初始阶段
几乎没有数据点被分配，从而使算法容易陷入局部最优解，并且收
敛速度较慢。

初始质心的位置 聚类后的结果

最佳聚类结果



初始质心的选择

K-means++

1. 选择第一个质心：随机选择一个数据点作为第一个质心。

2. 选择后续质心：对于每个未被选择的点，计算该点到已经选择的质
心的最小距离，并选择其中最大的那个点作为下一个质心。

3. 重复：继续这个过程，直到选择出 k 个质心。

确保每个新选择的质心都尽可能远离已经选择的质心，从而使得最终
的质心分布更加均匀，减少局部最优的可能性，提升聚类效果。



𝑘值的选择

• K的取值需要事先确定，然而在无监督聚类任务上，由于并不知
道数据集究竟有多少类别，所以很难确定合适的K的取值。



𝑘值的选择

聚类误差平方和（SSE）

即K-means算法的优化目标，只衡量簇内紧密度。

通过计算不同 K 值下的聚类误差平方和（SSE）或簇内总平方和（WSS），
观察误差随 K 值变化的趋势。

K = 4！

肘部法：观察“拐点”



𝑘值的选择

DB 指数

Davies-Bouldin 指数衡量簇内紧密度和簇间分离度。它计算的是每一对
簇之间的相似度，值越小越好。



轮廓系数

𝑘值的选择

轮廓系数衡量簇内紧密度和簇间分离度。其值范围在 -1 到 1 之间，
值越高，聚类效果越好。



𝑘-means算法特性

缺点：

1. 要确定K的值：K-Means需要事先确定聚类数目K，这在无监督聚类任
务中可能会很困难，因为通常无法事先知道数据集应该被分为多少
个类别。

2. 对异常点敏感：K-Means很容易受到异常点（离群值）的影响，因为
它使用簇内样本均值来更新质心，异常点可能会导致质心偏移。



𝑘-means算法特性

3. 不适合非球形数据集：K-Means 算法之所以更适合“球形”分布的
簇，主要是因为它的聚类过程和使用的度量方式（欧几里得距
离）使得每个簇的边界都呈现“离中心最近”的形状，这往往对应
近似球形的区域。这种天然倾向于得到球形或相对均匀的簇的
特点，使得K-means对于明显的非球形的数据集表现不佳。



1. 简单易实现
算法原理直观、流程清晰，便于编程实现和理解。

2. 计算速度快
由于每次迭代只涉及数据点与聚类中心的距离计算，算法在处理大规
模数据集时能快速收敛。

3. 适用于大规模数据
𝑘-means 的计算复杂度较低（通常为线性增长），因此能有效处理大
数据集，具有良好的扩展性。

𝑘-means算法特性

优点：



降维



降维

• 降维是把原本在高维空间（很多特征、很多变量）中的数据，
转换成维度更低但仍能保留主要信息的新表示。

1. 去除冗余特征：有些特征彼此高度相关。
2. 减少噪声影响：去掉不重要的维度，让模型更稳定。
3. 加快计算速度：维度少了，计算更快。
4. 便于可视化：比如把高维数据（100维）投影到 2D/3D，方便画图观察。
5. 避免“维度灾难”：高维空间中数据稀疏、距离失真，模型难以学习。

为什么需要降维？

“维度灾难”



降维和特征选择

虽然都是为了降低特征维度、简化模型、减少噪声、避免过拟合，
也都会让输入特征数量变少，但是他们有本质的不同！

特征选择

降维



常见的降维方法

方法 类型 核心思想

PCA（主成分分析） 线性
找出方差最大的方向作为新
坐标轴

t-SNE 非线性 保留局部相似性关系

UMAP 非线性 保留拓扑结构关系

Autoencoder（自编码器）神经网络 通过网络学习压缩再重构

LDA（线性判别分析） 监督型 保留类别区分信息



常见的降维方法

方法 类型 核心思想

PCA（主成分分析） 线性
找出方差最大的方向作为新
坐标轴

t-SNE 非线性 保留局部相似性关系

UMAP 非线性 保留拓扑结构关系

Autoencoder（自编码器）神经网络 通过网络学习压缩再重构

LDA（线性判别分析） 监督型 保留类别区分信息



线性降维（PCA）

• 线性降维是通过对原始特征空间的坐标系进行线性变换，将数据映射到一
个低维子空间中，从而减少特征的数量而保留尽可能多的信息。

• PCA是线性降维的代表性方法之一，它的优化目标是找到一组新的基底
（主成分），使得数据在这些基底上的投影方差最大。

• 第一主成分，第二主成分，。。。



PCA的基本思路

第一主成分

第二主成分

第一主成分第一主成分

第二主成分



PCA的主要步骤

1. 数据中心化

首先，需要将原始数据进行中心化。假设我们有一个 𝑚 × 𝑛的数据矩阵
𝑋，其中 𝑚是样本数量，𝑛 是特征数量。

每个特征的均值 𝜇𝑗可以通过以下公式计算：

𝜇𝑗 =
1

𝑚
෍

𝑖=1

𝑚

𝑋𝑖𝑗 (对每列求均值)

然后，对每个特征减去其均值，使得每一列的均值为零：

𝑋′ = 𝑋 − 𝜇

其中，𝑋′ 是中心化后的数据矩阵。



PCA的主要步骤

2. 计算协方差矩阵

协方差矩阵 𝐶描述了不同特征之间的关系。它可以通过以下公式计算：

𝐶 =
1

𝑚 − 1
𝑋′𝑇𝑋′

这里，𝑋′𝑇 是 𝑋′的转置，𝑋′ 是中心化后的数据矩阵。协方差矩阵是一个 𝑛
× 𝑛的矩阵，表示数据中各特征之间的协方差。

3. 计算协方差矩阵的特征值和特征向量

对协方差矩阵 𝐶进行特征值分解，我们可以得到特征值 𝜆和特征向量 𝑣：

𝐶𝑣 = 𝜆𝑣

这里，𝑣 是特征向量，表示数据中主要变化的方向；𝜆 是特征值，表示特征
向量方向上的方差大小。特征值越大，代表数据在这个方向上的变化越大。



4. 选择主成分

PCA的目标是选择数据中方差最大的方向作为主成分。因此，我们会选择最
大的几个特征值对应的特征向量。这些特征向量就代表了数据变化的主要方
向。

假设特征值按从大到小排序，选择前 𝑘个特征值对应的特征向量，组成矩阵
𝑉𝑘：

𝑉𝑘 = 𝑣1 𝑣2 … 𝑣𝑘

这些 𝑘个特征向量就是我们选择的主成分，它们定义了新的数据空间。

5. 数据投影

最后，我们将原始数据投影到这些主成分上，得到降维后的数据。假设 𝑋′是
中心化后的数据，𝑉𝑘 是选择的主成分矩阵，则投影后的数据 𝑌为：

𝑌 = 𝑋′𝑉𝑘

这里，𝑌 是降维后的数据矩阵，维度由 𝑛降到 𝑘（通常 𝑘 < 𝑛）。

PCA的主要步骤



PCA例

请利用PCA算法计算该数据集的主成分，并将数据降到1维

样本序号 特征1 特征2

1 1 -1

2 1 1

3 2 1

4 2 2

5 4 2



PCA例

Step 1：构建数据矩阵

Step 2：中心化数据

计算每列均值：



PCA例

中心化后的数据矩阵 𝑋′：

Step 3：计算协方差矩阵



PCA例

Step 4：求特征值和特征向量

对应的特征向量分别是：

第一主成分 第二主成分

特征方程：



Step 5：选择主成分并降维

PCA例

我们选择特征值 𝜆1 = 2.5对应的特征向量作为投影基底，将
将数据投影到1维空间。

投影公式：

最终，投影后的数据为：



PCA应用例：人脸识别

在人脸识别问题中，面临着数据维度过高的问题。每张人脸图像可以
有成千上万的像素点（例如，一张640x480像素的图像有超过30万个
像素）。为了从这些图像中提取有用的信息并用于识别，需要一种有
效的降维方法。

PCA

EigenfacesDatasets



PCA应用例：人脸识别

• 每张图像都被投影到这个低维空间，得到一个表示该图像的低维特
征向量。

• 在实际识别时，将待识别人脸图像投影到相同的Eigenfaces空间中，
然后与已知身份的特征向量进行匹配，确定最相似的图像，完成身
份识别。


