
聚类



• 无监督学习里典型例子就是聚类。

聚类问题

• 聚类是将样本集合中相似的样本（实例）分配到相同的类，不相似的
样本分配到不同的类。与分类不同，聚类并不关心分的这一类是什么。

• 聚类算法涉及到两个基本问题：距离计算，性能度量

• 聚类的核心概念是相似度（similarity）或距离（distance）



聚类问题：距离计算

• 因为相似度直接影响聚类的结果，所以距离和相似度选择是聚类的
根本问题。

• 有多种相似度或距离的定义，也可根据需要自己定义，但一般需满
足如下条件：

非负性：

同一性：

对称性：

直递性：



聚类问题：性能度量

• 评估聚类效果的好坏

• 作为聚类的优化目标

性能度量的作用：

足够“好的”聚类？

• 同一簇的样本尽可能彼此相似。（“簇内相似度”高）
• 不同簇的样本尽可能地不同。（“簇间相似度”低）



聚类问题：性能度量

簇𝐶中的所有样本的平均距离（簇内距离）：

指标

簇𝐶𝑖与簇𝐶𝑗中的中心点间距离（簇间距离）：

由簇间距离与簇内距离定义的DB指数（Davies-Bouldin Index）：
（DBI值越小，聚类结果越好）



𝑘-means算法



𝑘-means算法（𝑘均值聚类）

• 𝑘-means 是最常用的基于欧式距离的聚类算法。

• 𝑘均值聚类是硬“ 聚类”。因为每个样本只能聚为1个类。

• 𝑘-means的目标是将𝑛个样本分到𝑘个不同的类或簇中，这里假设
𝑘 < 𝑛。 𝑘个类𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑘形成对样本集合𝑋的划分，其中𝐺𝑖 ∩ 
𝐺𝑗 = 𝑖=1ڂ ,∅

𝑘 𝐺𝑖 = 𝐷。

模型



𝑘-means算法

给定样本集𝐷 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚}, “𝑘均值”(𝑘 − 𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠)算法针对聚类
所得簇划分𝐶 = {𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑘}最小化平方误差

其中𝜇i =
1

𝐶𝑖
σ𝑥∈𝐶𝑖

𝑥是簇𝐶𝑖的均值向量。

在 k-means 聚类中，算法的策略就是最小化这个误差平方和，使得同一
个簇内的点彼此尽量相似（距离簇中心更近）。

策略

𝑘 − 𝑚𝑒𝑎𝑛𝑠算法将欧氏距离平方作为样本间距离

该式是K-means算法
的目标函数



1. 选择初始化的 𝑘 个样本作为初始聚类中心 𝑎 = 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘;

2. 针对数据集中每个样本𝑥𝑖，计算它到这 𝑘个聚类中心的距离
并将其分到距离最小的聚类中心所对应的类中；

3. 针对每个类别𝑎𝑗，重新计算它的聚类中心（即属于该类的
所有样本的质心）；

4. 重复上面 2 3 两步操作，直到达到某个中止条件（迭代次数、
最小误差变化等）。

𝑘 -means算法

算法步骤



𝑘-means算法

• 假设k=2。

算法例



给定含有5个样本的集合

𝑘-means算法-例

𝑋 =
0 0 1 5 5
2 0 0 0 2

试用𝑘均值聚类算法将样本聚到2个类中

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0,2) 0 4 5 29 25

𝑥𝑐2 = (0,0) 4 0 1 25 29

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥5}
𝐺2 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}

𝑥𝑐1 = 2.5,2
𝑥𝑐2 = 2, 0



𝐺1 = {𝑥1, 𝑥5}
𝐺2 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}

𝑥𝑐1 = 2.5,2
𝑥𝑐2 = 2, 0

𝑘-means算法-例

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (2.5,2) 6.25 10.25 4.25 10.25 6.25

𝑥𝑐2 = (2,0) 8 4 1 9 13

由于得到的新的类没有改变，聚类停止。得到最终的聚类结果：

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥5}
𝐺2 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}



𝑘-means算法-例

给定含有5个样本的集合

𝑋 =
0 0 1 5 5
2 0 0 0 2

试用𝑘均值聚类算法将样本聚到2个类中

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0,2)

𝑥𝑐2 = (5,2)



𝑘-means算法-例

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0,2) 0 4 5 29 25

𝑥𝑐2 = (5,2) 25 29 20 4 0

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}
𝐺2 = {𝑥4, 𝑥5}

𝑥𝑐1 = 0.33,0.67
𝑥𝑐2 = 5,1

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0.33，0.67) 0.19 0.56 0.89 22.22 23.56

𝑥𝑐2 = (5,1) 26 26 17 1 1

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}
𝐺2 = {𝑥4, 𝑥5}

第一次迭代

第二次迭代

同样一组数据，因为初始点的不
同，导致聚类结果不一样



𝑘-means算法-例

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0,2) 0 4 5 29 25

𝑥𝑐2 = (5,2) 25 29 20 4 0

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}
𝐺2 = {𝑥4, 𝑥5}

𝑥𝑐1 = 0.33,0.67
𝑥𝑐2 = 5,1

质心
距离（欧式距离平方）

𝑥1 = (0,2) 𝑥2 = (0,0) 𝑥3 = (1,0) 𝑥4 = (5,0) 𝑥5 = (5,2)

𝑥𝑐1 = (0.33，0.67) 0.19 0.56 0.89 22.22 23.56

𝑥𝑐2 = (5,1) 26 26 17 1 1

𝐺1 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}
𝐺2 = {𝑥4, 𝑥5}

第一次迭代

第二次迭代

同样一组数据，因为初始点的不
同，导致聚类结果不一样



初始质心的选择

同样的一组数据，因为初始中心选择的不同，得到不同的聚类结果

𝑘均值聚类算法在每次迭代中都是寻求局部最优解。换句话说，算
法会沿着初始质心附近的方向收敛，所以不同的初始质心可能导
致收敛到不同的局部最优解，从而影响最终的聚类效果。



𝑘值的选择

• K的取值需要事先确定，然而在无监督聚类任务上，由于并不知
道数据集究竟有多少类别，所以很难确定合适的K的取值。



𝑘值的选择

• 分别令 k取不同的值（例如 2、3、4、…），运行 k-means，得到不同的
聚类结果，每一个聚类结果都对应一个E值。

• 随着 k增大，E会显著下降，但当 k增大到一定程度后，E的下降幅度开始
变小。

• 在这个“变化曲线”上寻找一个拐点（“肘部”），该拐点往往对应一个相对
合理的 k 值。图中当K大于3时，E值就不怎么降低了，所以K=3是一个合
理的K值。

• 能量函数法选择K值（肘部法）



𝑘-means算法特性

缺点：

1. 要确定K的值：K-Means需要事先确定聚类数目K，这在无监督聚类任
务中可能会很困难，因为通常无法事先知道数据集应该被分为多少
个类别。

2. 对异常点敏感：K-Means很容易受到异常点（离群值）的影响，因为
它使用簇内样本均值来更新质心，异常点可能会导致质心偏移。

3. 不适合非球形数据集：K-Means 算法之所以更适合“球形”分布的簇，
主要是因为它的聚类过程和使用的度量方式（欧几里得距离）使得
每个簇的边界都呈现“离中心最近”的形状，这往往对应近似球形的区
域。这种天然倾向于得到球形或相对均匀的簇的特点，使得K-means
对于明显的非球形的数据集表现不佳。



1. 简单易实现
算法原理直观、流程清晰，便于编程实现和理解。

2. 计算速度快
由于每次迭代只涉及数据点与聚类中心的距离计算，算法在处
理大规模数据集时能快速收敛。

3. 适用于大规模数据
𝑘-means 的计算复杂度较低（通常为线性增长），因此能有效
处理大数据集，具有良好的扩展性。

𝑘-means算法特性

优点：



降维



为什么需要降维？

• 数据压缩
• 维数灾难
-降低时间复杂度，
-降低空间复杂度
-模型有更好的可解释性

• 去噪声
• 可视化

curse of dimensionality



降维方法的分类

线性的

• principle component analysis (PCA)
• single value decomposition (SVD)

非线性的

• MDS
• Isomap 
• Locally linear embedding
• t-SNE/SNE
• Autoencoder （基于神经网络的）
• Kernel PCA
…

其它的分类：带少量参数的/带有大量参数的/不带参数的
可重建的/不可重建的



降维的指导思想

降维方法的主要目标是将高维空间中的信息映射到低维空间，以减少维度，
同时尽量保持原始数据的关键特征。

不同的降维方法在实现这一目标时有各自的侧重点：

• PCA（主成分分析）最大程度地保留原始数据在各个方向上的方差。

• MDS（多维缩放）在低维空间中保持原始数据点之间的欧氏距离。

• Isomap试图保持原始数据空间中低维流形上的距离关系。

• LLE（局部线性嵌入）则注重保留局部数据点之间的线性关系。

• t-SNE（t-分布随机邻域嵌入）在低维空间中保持原始数据点之间的局部
相似性关系。

• 。。。



线性降维（PCA）

• 线性降维是通过对原始特征空间的坐标系进行线性变换，将数据映射到一
个低维子空间中，从而减少特征的数量而保留尽可能多的信息。

• 线性降维可以理解为坐标系做旋转，平移（线性变换），然后去掉一些无
关紧要的坐标轴（信息量比较少的那些坐标轴）来达到降低维度的目的。

• PCA是线性降维的代表性方法之一，它的优化目标是找到一组新的基底
（主成分），使得数据在这些基底上的投影方差最大。

• 第一主成分，第二主成分，。。。



线性降维（PCA）

第一主成分

第二主成分

第二主成分

第一主成分



线性降维(PCA)

1.协方差矩阵的计算：为了找到主成分，首
先需要计算原始数据的协方差矩阵。

2.特征值分解：通过对协方差矩阵进行特征
值分解来找到主成分，以及它们对应的特征
值。

3.特征值排序：一旦特征值和对应的主成分
被计算出来，通常会按特征值的大小进行排
序，以选择最重要的主成分。这可以帮助确
定要保留的维度数量。

4.投影操作：PCA的最后一步是将数据投影到
选定的主成分上，从而实现维度降低。

第一主成分

第二主成分



线性降维(PCA)

Step 1: 



备注：
1.Q是方阵。
2.Q是对称矩阵。
3.Q是协方差矩阵。

Step 2: 

线性降维(PCA)



线性降维(PCA)

Step 3: 

• 计算矩阵Q的特征向量和特征值。其中，最大的特征
值对应的特征向量就是PCA中的第一主成分（对应着
数据方差变化最大的方向），第二大的特征向量对应
着第二主成分，以此类推。

• 如果希望将数据降维到n维，可以选择前n个特征向量
作为数据投影的基底向量。通过投影数据点到这些基
底向量上，就可以实现数据的降维操作。



线性降维(PCA)

例子：

该数据集的协方差矩阵为
6 4
4 6

求矩阵特征值：λ = 10，λ = 2，分别对应的特征向量：            （
1

2
,

1

2
） （

1

2
, −

1

2
）

第一主元 第二主元



非线性降维



Multidimensional Scaling (MDS)

给定一个距离矩阵（包含数据集中
两两样本之间的欧式距离）和一个
预先选定的维度N

MDS

MDS将每一个样本放到N 维空间
中，并尽可能地保证样本两两之
间的距离不变

二维到二维

三维到二维

例子：



Multidimensional Scaling (MDS)

从Distance matrix 开始

转化为最优化问题 数值方法求解：

Cost function：



Isomap

• 高维空间中两点的欧氏距离有时候不能反映数据的内在关系
• 流形上的geodesic distance （测地距离）可以更好的反应数据
两两间的距离

• 测地距离（Geodesic 
Distance）是描述在
曲面或流形上两点之
间最短路径的距离。。



Isomap

Step1：在流形上构建一个 
nearest neighbor graph 

Step 2: 计算graph上两点之
间最短距离（geodesic 
distance）, 构建一个距离
矩阵

Step 3: 利用MDS方法映射
到低维空间，保留距离信
息

算法的步骤
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