
学习算法、线性回归



1.模型（Model）：模型指的是数据和预测之间的数学关系。模型中有参数，
不同的参数组合构成了不同过得模型，这使得可能的模型数量有多个甚⾄
是⽆限多。这些不同的模型构成了所谓的“假设空间”。这意味着，假设空
间包含了所有可能的模型，每个模型都是对现实问题的⼀种潜在解释。

2.策略（Strategy）：策略定义了⼀个“好”的模型的标准。这个标准⼀般是
⽤损失函数来描述的，损失函数衡量的是模型预测值与实际值之间的差异。
⼀个“好”的模型是指在其损失函数上表现最佳的模型，即错误最⼩。

学习算法三要素

3.算法（Algorithm）：算法是指在假
设空间中找到最优模型的⽅法。这涉
及到求解⼀系列数学问题，以确定模
型参数的最佳值。



机器学习算法举例
问题阐述：想通过某个房产所在的位置（变量𝑥!），⼩区（变
量𝑥"	），楼层（变量𝑥#	），是否精装修（变量𝑥$	）来预估这
个房产的价值（𝑦）。

模型：基于房产价值与其属性之间可能存在的线性关系的假设，我
们将构建⼀个线性回归模型来预测房产价值，即𝑦 = 𝑤% + 𝑤!𝑥! +
𝑤"𝑥" + 𝑤#𝑥# + 𝑤$𝑥$，其中𝑤%， 𝑤!， 𝑤" ，𝑤#， 𝑤$是模型参数。

策略：在这个例⼦中，⼀个“好”的模型的标准是预测房价与实际房价的差
异越⼩越好。于是策略就是找到⼀组参数，它能够最⼩化预测房价与实际
房价之间的差异，这可以通过最⼩化均⽅误差来实现。 ∑&'!( (𝑌 & − 𝑦 & )"

算法：为了找到这⼀组参数，我们可以使⽤解析⽅法（通过精确的数学演算
找到问题的精确解的⽅法）或者数值⽅法（数值⽅法通过近似和迭代来求解
问题，依赖于计算机进⾏⼤量计算，以逼近问题的解）来最⼩化均⽅误差。



训练集/测试集
• 数据集主要被分为两个部分：训练集、测试集。

1.训练集⽤于训练模型。在这个阶段，模型学习识别数据中的模式和关系。通
过调整模型参数，模型尝试最⼤限度地减少误差，并在这些已知数据上表现
出良好的拟合度。

2.测试集⽤来评估模型的泛化能⼒。泛化是指模型对新、未⻅过的数据的处理
能⼒。测试集是独⽴于训练过程的，因此提供了对模型性能的公正评估。

如果⼀个模型在训练集上表现良好但在测试集上表现不佳，则可能表明模型过拟
合了训练数据，未能有效地泛化（到其他数据集上）。



过拟合/⽋拟合

我们不仅希望模型能够在训练集上获得较低的误差，还期望模型能够在测试集上
也拥有较低的误差（即具有良好的泛化能⼒）。测试集上的误差，被称为泛化误
差，是评估模型泛化能⼒的重要指标。模型泛化能⼒不⾜时，通常表现为过拟合
（overfitting）或⽋拟合（underfitting）的问题。

• 过拟合发⽣在模型对训练数据学习得太过彻底，以⾄于它开始捕捉到数据中的
噪声和偶然的模式，⽽⾮真正的趋势。

• ⽋拟合则是发⽣在模型未能充分学习数据中的趋势和模式，导致在训练集和测
试集上都表现不佳。

• 为什么会发⽣过拟合（模型太过复杂），⽋拟合（模型太过简单）。



1.特征向量：在机器学习中，每个数据点通常由⼀系列特征（或属
性）表示。这些特征被组合成⼀个向量，称为特征向量。例如，

2.特征矩阵：当我们将数据集中的所有样本的特征向量汇集起来，
形成的矩阵就是特征矩阵。在这个矩阵中，每⼀⾏代表⼀个样本的
特征向量，⽽每⼀列代表⼀个特定的特征。

3.特征空间：特征空间是⼀个抽象的概念，它指的是所有可能的特
征向量所构成的空间。在这个空间中，每个维度代表⼀个特征。这
个空间中都有⼀个唯⼀的位置，由其特征向量确定。

特征向量/空间/矩阵

学习数据的模式和关系之前通常都需要将数据表示为特征向量和特
征矩阵的形式，这样机器学习算法才可以有效地处理和分析数据



特征空间/特征矩阵

以房价预测的例⼦举例：

1. 特征向量：每个房产都由⼀组特征表示：位置
（𝑥!），所在⼩区（𝑥"	），楼层⾼度（𝑥#	），以及
是否精装修（𝑥$	）每个房产的这四个特征共同构成
了⼀个特征向量（ 𝑥!，	𝑥"	， 𝑥#	， 𝑥$	）。

2. 特征矩阵：收集了多个房产的数据后，可以将每个
房产的特征向量作为特征矩阵的⼀⾏。在这个矩阵
中，每⼀⾏代表⼀个房产，每⼀列代表⼀个特定的
特征（如位置、⼩区等）。

3. 特征空间：特征向量（ 𝑥!，	𝑥"	， 𝑥#	， 𝑥$	）所在的
空间就是特征空间。在这个空间中，每个维度对应
⼀个特征。在这个例⼦中，特征空间是⼀个四维空
间，其中每⼀个维度代表⼀个房产特征。每个房产
样本在特征空间中占据⼀个唯⼀的点，这个点由其
特征向量确定。
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线性回归



线性模型

（1）线性模型通过属性的加权线性组合预测变量，即

• 线性模型以其简洁的形式⽽⼴受欢迎。尽管模型结构基础，但它是多种⾮线性模
型（⽐如逻辑回归，多项式回归）的理论基础。

• 由于 𝜔 直观地表达了各属性在预测中的重要性，因此线性模型有很好的可解释性。
例：𝑓体感温度 𝑥 = 0.1𝑥⻛速 + 0.4 𝑥温度 + 0.5 𝑥湿度 + b

特点

（2）在矩阵符号中，上述模型可表示为

其中 𝒘是权重向量，𝑥 是特征向量，𝑇表示转置。

其中 𝒙	是特征向量， 𝑤!,	 𝑤", …, 𝑤)等都是特征权重，𝑏 是截距项。



通常⽤于预测模型：

• 通常⽤于预测如产品销量、股票价格、⾏业趋势等连续变量
• 通过房产的位置，⾯积⼤⼩，楼层数等预测房产的价格
• ……

线性回归（Linear Regression）是⼀种预测技术，它通过建⽴输⼊与输出
之间的线性关系模型来预测实际数值结果。

回归：根据输⼊特征所取的值，模型产⽣⼀个连续的预测值作为输出。

蓝点：数据真实值
红线上的点：预测模型给出
的数据预测值

线性回归模型



• 如何定义⼀个⾜够“好”的线性回归模型呢?

⼀个好的线性回归模型，它的预测值和真实值⼀定⽐较接近。均
⽅误差（MSE）可以反应预测值和真实值的差异，故可以⽤均⽅
误差作为衡量线性回归模型“优/劣”的标准。其定义为

• 均⽅误差的⼤⼩反映了模型预测的准确性，误差越⼩，模型的预测性
能越好。

线性回归模型的策略

其中，𝑛  是样本数量，𝑓(𝑥&)	是模型对第 𝑖	个样本的预测值，𝑦& 	是对应的实际值。



• 基于均⽅误差最⼩化的策略来进⾏模型求解的⽅法称为"最⼩⼆乘法" (Least 
square methods)

• “均⽅误差最⼩化”有实际的⼏何意义。在⼏何上表示为寻找最佳拟合直
线，以便使数据集中每个点到该直线上的对应点的欧⽒距离的平⽅和最
⼩。

线性回归模型的策略



通过分别对 α和 β求导并设导数为零来求解模型参数，得到正规⽅程组：

线性回归模型的算法

线性回归模型：

均⽅误差表达式为：

（模型的参数是？）

⽬标是找出使得该式最⼩的𝛼和𝛽

解析法



根据克莱姆法则，有

线性回归算法

解析法



多元线性回归模型

如果我们把数据集𝐷写作

把𝑤和b吸收⼊向量形式$𝑤 = (𝑤!, 𝑤", … , 𝑤#, 𝑏)$

𝑤!
𝑤"
⋮
𝑤#
𝑏

= X +𝑤

于是多元线性回归的
⼀般形式为：

解析法



多元线性回归策略

真值 预测值

残差向量

残差的平⽅和（均⽅误差）

最⼩化均⽅误差（最⼩⼆乘法）

解析法



多元线性回归算法

解析法

对 进⾏求导，并设导数等于零，得

展开括号，得到：

注意， 是⼀个常数，对 的导数为零。现在我们对剩下的三项
分别求导：



多元线性回归算法

解析法

如果矩阵 是可逆的，那么参数的最⼩⼆乘估计 可以通
过下⾯的⽅程求得：

简化得到正规⽅程（Normal Equation）：

和 实际上是等价的，因为它们都将产⽣相同
的标量结果，因此它们的导数也相同，并且是

是⼀个⼆次项，其导数是

1、

2、



梯度下降

数值解法

线性回归算法

Initial weight



梯度下降

线性回归算法
数值解法



线性回归的求解例

x y 𝒙𝒚 𝒙𝟐

提示：先计算如下表格

有5个数据点(1, 2), (2, 3), (3, 7), (4, 8), (5, 9)，请利⽤如下公式计算这些点的
线性回归⽅程



线性回归的求解例

通过5个数据点(1, 2), (2, 3), (3, 7), (4, 8), (5, 9)，得到的线
性回归⽅程是

y = 0.1 + 1.9 x


